
第2回目の今回は、前回にひきつづき、初歩的な内容をみていきます。
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前回の復習です。母集団、標本について確認しておきます。

母集団が、我々が興味ある対象を全て含んだ集合、あるいはこれを表す確率分布とし
ます。

確率分布は通常いくつかのパラメータを持ち、パラメータを決めると、その形が決まりま
す。

我々は母集団を直接観測することはできず、ここから抽出された一部、すなわち標本の
みが観測されます。

通常、標本は母集団から無作為に一様ランダムに抽出されると仮定します。あるいは、
母集団が確率分布の場合には、この確率分布にしたがって、互いに独立に抽出される
とします。

我々の目的は、標本、すなわち母集団のごく一部から、全体、すなわち母集団につい
て知ることです。

これはつまり、標本抽出の逆をするということであり、これこそが本講義の中心的なテー
マです。
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私たちは、データを前にしたとき、母集団が従うであろう確率分布を仮定します。これを
確率モデルとよびます。

どのような確率モデルを考えるかは、データの形式や、私たちが対象について知ってい
ることなどから決めます。

たとえば、サイコロの目のように、離散的な値をとる対象のモデルとしては、1か6までの
整数のそれぞれをとりうる確率を指定した、離散分布を考えるのが自然です。

離散分布のパラメータは、確率変数がとりうる値の数になります。ただし、確率であるた
めには、全てのとりうる値の確率を足し合わせたものが1とならないといけないので、実
質的なパラメータ数としては、ここから1引いたものになります。

サイコロの場合は6個、実質的には5個になります。

離散分布の特殊な場合として、0か1の2値をとる場合には、ベルヌーイ分布と呼ばれま
す。ベルヌーイ分布は、コイントスで表が出る確率でイメージできます。パラメータは、表
が出る確率pです。

2項分布とは、ベルヌーイ分布からの抽出、すなわちベルヌーイ試行をn回行ったときに
、1がk回現れる確率を表すものです。パラメータはnとpになります。式を確認しておいて
ください。
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離散的な値をとる確率変数に対する代表的な確率分布の別の例としては、0以上の整
数をとる確率変数のモデルである、ポアソン分布があります。

ポアソン分布は、比較的稀な事象が起きる回数をモデル化するのによく使われます。

たとえば、Webサーバにおける1分あたりのアクセス数や、工場で生産される製品の、ロ
ットあたりの不良品数などが例として挙げられます。

ポアソン分布は、唯一のパラメータλを持ちます。λは分布の平均を表します。図はλを変
えたときの分布の形を示しています。

ポアソン分布は、二項分布において、コインの表が出る確率を表すパラメータpを0に近
づけたときの極限になっています。

ポアソン分布が、比較的稀な事象が起きる回数をモデル化するのに適しているのは、こ
れが理由です。

その他の離散型確率分布の代表例としては、幾何分布や負の2項分布などもあります。
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確率変数が連続値をとるとき、その分布はしばしば確率密度関数で指定されます。

確率密度関数を用いて、確率変数がある区間内の値をとる確率は、確率密度関数の積
分として与えられます。

ある特定の値をとる確率はゼロであることに注意してください。確率密度関数を全域で
積分すると1になります。

連続型の確率分布の代表例として、一様分布があります。これは、ある区間内での確率
密度関数が一定になるというものです。

他の例として、次に紹介する正規分布があります。
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連続型の確率分布のもうひとつの代表例が、前回の講義でも紹介した、正規分布です
。

正規分布の確率密度関数の形を、式と図で確認しておいてください。

正規分布には、平均μと分散σ2の2つのパラメータがあります。

その他の連続型の確率分布の代表例としては、t分布、カイ2乗分布、ガンマ分布、ベー

タ分布、指数分布などがあります。このうちいくつかは後の講義でも出てきます。
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正規分布は非常によく使われる確率モデルです。

しばしば扱いを簡単にするために、変数変換をして、平均が0、分散が1になるように正
規化したものが用いられます。

これを標準正規分布と呼びます。

変数変換では、元々の確率変数から、その平均を引いて、標準偏差で割っています。
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前回の講義で、ヒストグラムの代表値として、平均や分散などを紹介しました。

確率分布の場合も、これを特徴づける代表値があります。

これを考えるために、まず「期待値」と呼ばれるものを定義します。

期待値は、ある確率変数Xの関数g(X)について定義され、関数gの値を、確率で重みづ
けて足し合わせたものになります。

連続型の確率分布の場合には積分で定義され、離散型の確率分布の場合には和で定
義されますが、気持ちは同じです。

定義を確認してください。

この期待値を使って、様々な関数gに対する期待値を考えることで分布の特徴を捉えま
す。

期待値の良く知られた性質として、線形性や、イェンセンの不等式があります。これらは
非常によく出てきますので、確認しておいてください。
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我々の興味の対象である確率変数の特徴を、様々な関数に対する期待値を考えること
で捉えるといいましたが、具体的に見ていきます。

まず、もっとも代表的な代表値として、平均が挙げられます。平均は、期待値の定義中
における関数gが確率変数Xそのものである場合に相当します。これはまさにヒストグラ
ムにおける標本平均とおなじく、分布の「真ん中」を示す代表値になっています。

つぎに、平均からの広がりを表す代表値として、平均からの二乗偏差をgとしてとったと
きの期待値として定義します。これを分散と呼びます。

標準偏差は分散の平方根のことです。通常、標準偏差をσ、分散をσ2と書きます。

さて、平均はXに、分散はX2に関係する量であることに着目すると、gを3次以上の関数
にすると、さらに分布の細かい形を捉えることができそうです。

これを見るのがモーメントです。モーメントはXkの期待値として定義されます。

一般に、より高次のモーメントまで見ていくと、より詳細に関数の形を捉えることができま
す。
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さて、私たちの興味は母集団をあらわすモデルそのものにあるが、実際にはこれを直接
見ることは出来ないので、手元の標本（データ）からこれを伺い知るというのが私たちの
立場でした。

たとえば、私たちは母集団の平均に興味があるが、これを直接知ることはできません。そ
こで、データからこれを推定することになります。

では、平均はどのように推定できるでしょうか？前回の講義で私たちは標本平均を見ま
した。

直感的には、標本平均は、平均の推定値として妥当な気がしますが、しかし、他にも候
補はいくらでも考えられます。

たとえば、最後に観測したxでもいいし、適当に3つ選んだ値の真ん中の値でも構いま
せんが、直感的にはあまり良くなさそうです。

この「良い」とか「良くない」というのは、どのように評価できそうでしょうか。
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標本平均が、平均の推定量として好ましいということを、どのように表すことができるでし
ょうか。

推定量の好ましさを表す性質として、いくつかの性質があります。

たとえば、不偏性は推定量の好ましさを表す性質として代表的なもののひとつです。不
偏性とは、推定量の期待値が、その真の値に一致するという性質です。

標本平均は、不偏性をもちます。つまり、標本平均の期待値は、母集団の平均に一致し
ます。

これは、推定量が平均的なふるまいとしては、大きい値でも小さい値でもなく、正しい値
をとる、つまり、偏りがないということを言っています。

別の性質としては、一致性があります。これは、標本サイズが大きくなるほど、推定量が
真の値に近づいていくというものです。

これは、たくさんデータをとれば、それだけ推定精度が上がっていくということで、これも
好ましい性質です。

他にも、効率性、つまり推定量の分散が小さいほうが良いといったものもあります。

14



さて、私たちは、標本平均は平均の推定値として好ましいかということが知りたいのでし
た。

でも、標本平均のほかにも、最後に観測した値でもよいし、適当に3つとってきた値の真
ん中の値でもよいですね。

これらは、スライドの一番下のような加重平均によって統一的に書くことができます。

aの値を変えると、上記の推定量は全てこの形で表せることがわかると思います。

実は、標本平均は、この形で表せるすべての不偏推定量の中で、最も分散が小さい、
つまり、効率的であることが知られています。

このような推定量のことを、最良な線形不偏推定量（BLUE: Best Linear Unbiased 

Estimator）と呼びます。

「標本平均はBLUEです」
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前回の講義で出てきた不偏分散について思い出してみましょう。

不偏分散とは、標本平均からの二乗誤差を足して、n-1で割ったものでしたが、この-1が
ちょっと気持ち悪い感じでした。

実は、不偏分散はその名のとおり、n-1で割ることによって不偏性を持ちます。言い換え
ると、nで割ると、分散を過小評価してしまうということになります。

一方で、nで割っても、n-1で割っても、一致性は保証されます。

一致性とは、データサイズが大きいときの性質ですので、nが大きいときには、nもn-1も
それほど変わらないと考えれば納得ですね。
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これまでは、1変数の分析について扱ってきましたが、実際のデータ分析において、2つ
、もしくはより多くの変数の関係に興味がある場合が少なくありません。

たとえば、ある属性を持った人が、ある商品を買いやすいのかといった、マーケティング
的な分析や、ある薬は、ある病気に効果があるのがといった、医療的な分析など、いず
れも2つの変数の関係について調べようとしています。

複数の変数の関係を調べることで、より有益なデータ分析を行うことが期待できます。

変数が量的であるか質的であるかに応じて、様々な分析法がありますが、以下では、2

つの量的変数の関係をまずは見ていきます。
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量的変数が1つの場合、ヒストグラムを描いて視覚的にデータの分布を捉えるのが最初
のステップでした。

2つの量的変数の関係を調べようと思ったときにまず描くのは散布図です。

散布図は2つの変数の組合せを2次元上の点で描いたものです。

この図は、学生の数学のテストと物理のテストの点数を視覚化したものですが、このよう
に散布図を描くことで、両者の間にはともに大きい、あるいは、ともに小さくなるといった
、右肩上がりの関係があることが見て取れます。

つまり、数学の点が高い人は物理の点も高く、その逆も然りということがわかります。

さて、ヒストグラムと標本平均の関係と同じく、やはり、散布図から読み取れる傾向を何ら
かの数値的指標として得たい場面もあるでしょう。
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2つの量的確率変数の関係を表す指標のひとつが、相関係数と呼ばれるものです。

相関係数と、その元となる、共分散について見ていきましょう。

共分散は上記の式で定義されます。

見た感じは、不偏分散に似たところがありますが、不偏分散が平均からの偏差の二乗に
よって定義されるのに対して、共分散は2つの異なる変数のそれぞれの平均からの偏差
の積によって定義されます。

同一の変数の共分散を考えると、不偏分散に一致することがわかります。

さて、共分散の定義を眺めてみると、2つの変数の増減の向きが概ね一致するときには
正の大きな値を、逆に増減の向きが正反対のときには負の大きな値をとることがわかりま
す。

つまり、2つの変数の関係が右肩上がりのとき共分散は正の値、関係が右肩下がりのと
きに共分散は負の値をとることになります。

このような関係がないとき、共分散は0に近い値となります。

基本的には、共分散を見ることで、2つの変数の増減の関係を調べることができますが、
このままだと、もとの変数のスケールに影響を受けてしまいます。

たとえば、片方の変数を単純に10倍すると、共分散も10倍となるため、共分散の絶対値
そのものの大きさは、かならずしも関係の強さを表しません。
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そこで、共分散のスケールを調整して、-1から1の間の値をとるようにしたものが相関係
数です。

定義式から分かるように、相関係数は共分散をそれぞれの変数の標準偏差で割ったも
のです。

図を見ると、相関係数が0に近いときは、2変数の関係は見られませんが、だんだん1に
近づくにつれ右肩上がりの関係が見えてくるのが分かります。

ヒストグラムを代表する値として、標本平均や中央値、不偏分散などがあったのに対して
、散布図を代表する値として相関係数をみることで、その傾向を大まかにつかむことが
できます。

たとえば、年収と消費の間に関係があるのかといったことや、薬の投与量と検査値の間
の関係を調べるといったことができます。
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最後に、注意事項を

相関関係は2つの変数の大小がお互いにどのように関係しているかを示すものですが、
これは必ずしも因果関係、すなわち、片方の変数を操作することで、もう片方の変数に
影響を与えることができるということを意味しません。

たとえば、体重と身長の間には、ある程度の正の相関がみられますが、かといって、カロ
リーの高い食事をして体重を増やせば、身長が伸びるとは思えません。

相関関係があるからといって因果関係があるとは限らない場合の、よくある原因として、2

つの変数の背後に共通の原因が存在し、その原因によって2つの変数が操られ、結果
として相関を生じる場合があります。

このようなケースを擬似相関と呼ぶことがあります（「擬似相関」というと、相関がないよう
に聞こえますが、因果関係はないが、相関関係はあるという意味です）

有名な例として：

・ アイスクリームの売り上げとプールでの溺死事故数の間の正の相関 （背後に猛暑とい
う共通の原因があるが、両者には因果関係はない）

・ 赤ん坊の出生数とコウノトリの数の間の正の相関 （おそらく両方が9か月前の天候と関
係していると考えられている）
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さきほど述べたように、因果関係と相関関係の違いは、片方の変数を操作することで、も
う片方の変数を操作できるかどうかということになります。

因果関係については、本講義の後半で、また詳しく扱いますが、世の中には、自らの主
張を正当化するために、相関関係をもとに因果関係を主張する人たちがいます。

いまのところは「見た目の相関にだまされないようにしよう」ということを覚えておきましょう
。
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