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参考書

A5判/260頁
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実証分析のための計量経済学
―正しい手法と結果の読み方
／山本勲（2015）

「経済学」と銘打っているが、技術
的には統計的なデータ分析を扱っ
ている。回帰分析を中心に、因果
分析等についてもカバーしている
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（かなり細かいところまで書いてある）参考書

理論的な背景含め基礎的事項がき
ちんと説明されている
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統計的モデリングの考えかた
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▪母集団：

–興味のある集合のすべての要素

–確率分布
（分布のクラスやパラメータで指定される）

▪標本：母集団からの無作為抽出あるいは
確率分布に従った抽出

–確率変数：確率的に値が決まる変数

▪標本から母集団について推測する
（標本抽出の逆）

統計モデリングの考え方：
部分から全体について知る

母集団

標本

標本抽出
モデル化・
推定
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▪離散分布 𝑃 𝑋 = 𝑘 = 𝑓(𝑘)（但し σ𝑘∈𝒳 𝑓(𝑘) = 1, 𝑓(𝑘) ≥ 0）

▪ベルヌーイ分布：𝒳 = {0,1}上の離散分布

▪二項分布

–ベルヌーイ試行： 1が出る確率𝑝の
ベルヌーイ分布から𝑛回独立に抽出する

–二項分布：ベルヌーイ試行において1が𝑘回出る確率を与える

𝑃 𝑋 = 𝑘 ∣ 𝑝 =
𝑛
𝑘

𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘

•モデルパラメータ𝑝によって
分布の形が一意に決定される

離散型確率変数の代表的な確率分布：
離散分布、ベルヌーイ分布と2項分布

𝑋 = 1 𝑋 = 2 𝑋 = 3 𝑋 = 4

𝑛回の試行中のどこで𝑘回の
1が現れるかの場合の数
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▪ポアソン分布：𝑃 𝑋 = 𝑘 ∣ 𝜆 =
𝜆𝑘

𝑘!
exp(−𝜆)

–比較的稀な事象が何回起こるかを表現

•1分あたりのWebサーバアクセス数

•ロットあたりの不良品数

–パラメータ 𝜆 > 0

•２項分布のパラメータ（𝑛, 𝑝）がない

•２項分布で𝑛𝑝 = 𝜆として、
𝑛 → ∞, 𝑝 → 0 とするとポアソン分布になる

▪ほか、離散型の確率分布には幾何分布、負の2項分布などがある

離散型確率変数の代表的な確率分布：
ポアソン分布（2項分布の極限）、その他

https://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_distribution#
/media/File:Poisson_pmf.svg
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▪連続分布は確率密度関数𝑓 𝑥 で指定される

–確率＝確率密度の積分

[𝑎, 𝑏]内の値をとる確率：𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = 𝑎׬
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥

–連続変数がある特定の値をとる確率：𝑃 𝑋 = 𝑎 = 0

– ∞−׬
∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 1

▪一様分布：閉区間[𝑎, 𝑏]上の一様分布は

𝑓 𝑥 = ൞

1

𝑏 − 𝑎
(𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏)

0 (その他)

連続型確率変数の代表的な確率分布：
確率密度関数で指定される
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▪正規分布：𝑓 𝑥 = 𝑁(𝑥|𝜇, 𝜎2) =
1

2𝜋𝜎
exp −

𝑥−𝜇 2

2𝜎2

–パラメータ：平均𝜇と分散𝜎2

▪他、t分布、カイ2乗分布、ガンマ分布、ベータ分布、指数分布など

連続型確率変数の代表的な確率分布：
正規分布

𝑥

𝑓(𝑥)
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▪𝑁(𝜇, 𝜎2)に従う確率変数𝑋を変数変換：𝑍 =
𝑋−𝜇

𝜎

▪ 𝑍は平均0、標準偏差1の正規分布 𝑁(0,1)に従う

連続型確率変数の代表的な確率分布：
標準正規分布

確率密度関数:  𝑓𝑋 𝑥 =
1

2𝜋𝜎
exp −

(𝑥−𝜇)2

2𝜎2
𝑓𝑍 𝑧 =

1

2𝜋
exp −

𝑧2

2

x

標準化

z
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▪確率変数𝑋の関数𝑔 𝑋 の期待値：確率での重みづけ平均

𝐸 𝑔 𝑋 =

න
−∞

∞

𝑔 𝑥 𝑓𝑋 𝑥 d𝑥 (連続型確率変数)

෍

𝑥∈𝒳

𝑔 𝑥 𝑓𝑋 𝑥 (離散型確率変数)

▪さまざまな関数𝑔 𝑋 に対する期待値によって分布の特性を捉える

▪性質：

–線形性：𝐸 𝑎𝑔1 𝑋 + 𝑏𝑔2 𝑋 = 𝑎𝐸 𝑔1 𝑋 + 𝑏𝐸 𝑔2 𝑋

–イェンセンの不等式：𝐸 𝑔 𝑋 ≥ 𝑔 𝐸 𝑋 (ただし𝑔は凸関数)

確率分布の特性値：
期待値は確率分布の代表値
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▪平均 𝜇 = 𝐸 𝑋 ：𝑋の期待値（分布の“真ん中”）

▪分散 𝜎2 = Var 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝜇 2 ：
平均からの二乗偏差の期待値（分布の“幅”）

–Var 𝑋 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2

–標準偏差𝜎：分散の正の平方根

•正規分布なら𝜇 ± 𝜎：68%,  ±2𝜎：95%,  ±3𝜎：99.7%

▪より一般的には（ 𝑘次の）モーメント𝐸 𝑋𝑘

▪例：厳密なサイコロ 𝑃 𝑋 = 𝑖 =
1

6
の平均、分散を求めよ

さまざまな期待値：
平均と分散

𝑔 𝑋 = 𝑋

𝑔 𝑋 = 𝑋 − 𝜇 2
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▪標本（部分）から平均（全体の性質）を知りたい

–標本 𝑆 = 𝑥1, 𝑠2, … , 𝑥𝑛

▪（母）平均はどのように推定できる？

▪標本平均： ҧ𝑥 =
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 を平均 𝜇 = 𝐸 𝑋 の推定値として使う？

–直感的には妥当そうだが、他にも候補は考えられるはず

平均の推定量：
標本平均



14 KYOTO UNIVERSITY

▪標本平均は平均の推定値として好ましいか？

▪不偏性 𝐸𝑆 ത𝑋 = 𝜇：標本平均の期待値は母集団の平均に一致
する

–𝐸𝑆は標本についての期待値（何度も標本をとり直して、何度も
標本平均を求めたときの、それらの平均）

▪一致性：標本サイズが大きくなるほど母集団の平均𝜇に近づく

–標本平均の分散 Var𝑆 ത𝑋 =
𝜎2

𝑛 𝑛→∞
0 （大数の法則）

推定量としての標本平均の好ましさ：
標本平均は不偏性と一致性をもつ

= 𝐸𝑆 ത𝑋 − 𝜇 2

𝜎2は母分散
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▪効率性：推定値の分散が小さいこと

–標本平均 ҧ𝑥 =
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖の代わりに最初の値を使う ෤𝑥 = 𝑥1とする

–標本平均のほうが「効率的」

•標本平均の分散
𝜎2

𝑛
<最初の値の分散𝜎2

▪ BLUE（最良な線形不偏推定量）：加重平均で表されるすべて
の不偏推定量のなかで、最も分散が小さい（効率的）なもの

–加重平均による推定量 ො𝑥 =
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖𝑥𝑖

推定量としての標本平均の好ましさ：
標本平均はBLUE（最良な線形不偏推定量）
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▪標本分散：
𝑥(1)− ҧ𝑥

2
+⋯+ 𝑥(𝑛)− ҧ𝑥

2

𝑛
=

1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑥(𝑖) − ҧ𝑥

2

–不偏性をもたない： 𝐸𝑆
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑋(𝑖) − ത𝑋

2
=

𝑛−1

𝑛
𝜎2

▪不偏分散：
1

𝒏−𝟏
σ𝑖=1
𝑛 𝑥(𝑖) − ҧ𝑥

2

–不偏性をもつ：期待値が母集団の分散に一致する

▪どちらも一致性はもつ：

–標本サイズが大きくなるほど母集団の分散に近づく

–𝑛が大きいところでは𝑛も𝑛 − 1も大した違いはない

分散の推定量：
不偏分散
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2変量データの解析
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▪前回は、1変数の単純分析について考えた

▪ 2つ（もしくはもっと多く）の変数の関係に興味があることが多い

▪ 2変量（あるいはさらに多く）の間の関係を調べることで、より積極
的なデータ利活用が可能になる

–ある属性をもった人は、ある商品を買いやすいのか？

–ある薬を飲むと、ある病気に効果があるのか？

▪変数の種類によって、さまざまな分析手法がある

–量的変数：散布図、相関、回帰

–質的変数：クロス表、リスク差・比、オッズ比

2つ以上の変量のデータ分析：
変量間の関係を調べることでより深い分析が可能
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▪例：微積分の点数と物理の点数の関係

2変量の単純な分析：
散布図による視覚化

JMPサンプルデータ
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▪一方が増えたときに他方が増える（減る）関係性を表す指標

▪共分散 (covariance)：𝑆𝑥𝑦 =
1

𝑛−1
σ𝑖=1
𝑛 (𝑥(𝑖) − ҧ𝑥)(𝑦(𝑖) − ത𝑦)

• ただし、 ҧ𝑥 =
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑥(𝑖) , ത𝑦 =

1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑦(𝑖)

–偏差積の平均 (データのバラツキを表現)

• 偏差 (𝑥(𝑖) − ҧ𝑥) と偏差 (𝑦(𝑖) − ത𝑦) の符号が
一致する（緑領域）なら正の値をとる

• 偏差 (𝑥(𝑖) − ҧ𝑥) と偏差 (𝑦(𝑖) − ത𝑦) の符号が
不一致である（青領域）なら負の値をとる

▪ただし、𝑥, 𝑦 の単位やスケールに影響されるため共分散の絶対的
な大きさのみでは関係の強さを評価できない

2変数間の関係の指標：
共分散によって２つの変数の増減の関係が測れる

ത𝑦

ҧ𝑥

𝑥(𝑖) − ҧ𝑥 > 0

𝑦(𝑖) − ത𝑦 > 0

𝑦(𝑖) − ത𝑦 > 0

𝑥(𝑖) − ҧ𝑥 < 0

𝑥(𝑖) − ҧ𝑥 < 0

𝑦(𝑖) − ത𝑦 < 0
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▪相関 (correlation)：𝑟𝑥𝑦 =
σ𝑖=1
𝑛 (𝑥(𝑖)− ҧ𝑥)(𝑦(𝑖)−ത𝑦)

σ𝑖=1
𝑛 𝑥(𝑖)− ҧ𝑥

2
σ𝑖=1
𝑛 𝑦(𝑖)−ത𝑦

2

– 𝑟𝑥𝑦 > 0：正の相関 𝑟𝑥𝑦 < 0：負の相関 𝑟𝑥𝑦 = 0：無相関

– −1 ≤ 𝑟𝑥𝑦 ≤ 1の値を取る

2変数間の関係の指標：
相関は共分散のスケールを正規化したもの

𝑟𝑥𝑦 = 0.03 𝑟𝑥𝑦 = 0.41 𝑟𝑥𝑦 = 0.68 𝑟𝑥𝑦 = 0.94
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▪相関関係 (correlation) があるからといって必ずしも因果関係
(causality) があるわけではない

–体重と身長の相関は高いが片方が他方を決めるともいえない

–因果関係を示すことは難しい

▪見かけ上の因果関係に注意

–背後に共通原因が存在する場合もある

–例：「明かりをつけたまま眠る子供は近視になりやすい」？

•両者に「親が近視」という別の原因がある

–そのほか、原因と結果が逆、互いに一方が他方の原因になってい
る、といったケースあり

相関についての注意：
相関関係と因果関係はイコールではない
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▪相関は必ずしも因果を意味しない

–相関：片方の変数が変化すると、もう片方の変数も変化する

–因果：片方の変数を変化させると、もう片方の変数も変化す
（介入する）

▪原因？結果？

相関と因果の違い：
介入の効果があるかどうか

犯罪率

警察官の人
数

？ ？

犯罪率

警察官の人数
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